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摘要 
本 文 是 习题 课 预 先 发 给 同学 诸 君 的 讲义 。 本 次 习题 课 的 主题 是 极限 。 第 一 部 分 将 一 题 一 例 常 见 的 
求解 极限 之 方法 (未 完 待 续 )， 第 二 部 分 为 与 极限 等 知识 相关 的 数学 理解 与 运用 。 
讲义 中 题目 或 附 提 示 ， 或 毫 无 解答 ， 选 题 用 意 限于 篇 幅 不 便 尽 列 ， 相 关 诠 释 以 课堂 为 准 。 请 慎重 
为 笔记 。 
本 文 仅 用 于 习题 课 使 用 ， 文 中 多 处 引用 未 注 来 源 ， 诚 致 火 意 d claim no originality for this note.)。 


1 引子 : 可 跳 过 的 废话 与 感想 
That which does not kill me, makes me stronger[ 


一 一 一 一 上 Nietzsche 


提起 数学 ， 大 家 可 能 第 一 反应 就 是 高 难 的 计算 或 者 是 严谨 而 抽象 的 证 明 。 但 或 许 ， 真 正 的 数学 应 当 是 在 
计算 /证 明之 后 我 们 所 领悟 到 的 东西 ， 他 们 或 者 将 我 们 直觉 或 经 验 上 的 观察 严谨 无 模糊 地 表达 出 来 ， 或 
者 让 我 们 对 某 一 事物 有 了 更 深刻 的 认识 ， 怕 和 辑 只 是 我 们 清晰 表达 以 及 错误 防范 的 工具 。 自 然 ， 在 此 过 
程 中 ， 数 理 基础 (或 者 更 确切 地 说 ， 知 识 的 积累 与 技术 的 熟练 ) 是 重要 的 ， 然 而 ， 他 们 绝 不 等 于 全 部 。 项 
而 我 们 应 当 第 常 反思 ， 我 们 学 到 的 东西 ?究竟 告诉 了 我 们 什么 ”， 我 们 做 出 的 题目 ”究竟 有 什么 意义 ”"。 我 
们 也 应 当 常 常 结合 自己 的 日 常 经 验 /观察 或 自己 所 学 的 其 他 学 科 的 知识 ， 进 行 一 些 不 严格 的 ” 民 科 式 ” 思 
考 (然后 试图 用 数学 语言 准确 地 描述 出 来 )。 事 实 上 早 在 柯 西 、 维 尔 特 拉 斯 等 人 严格 化 分 析 的 基础 之 前 ， 
微 积 分 就 已 经 蓬勃 发 展 和 广泛 运用 了 (牛顿 、 欧 拉 .…)。 而 在 Kolmogorov 引 入 概率 论 公 理 体系 之 前 ， 概 率 
论 就 已 经 取得 诸多 瘤 烛 的 成 就 了 ( 伯 努 利 大 数 定律 、 中 心 极 限定 理 ……)。 我 们 出 于 精准 以 及 深入 学 习 的 
考虑 ， 不 能 不 重视 逻辑 细节 与 公理 ;但 我 们 也 不 能 过 度 纠 缠 细 节 而 舍 本 逐 末 。 简 言 之 ， 我 们 应 当 意 识 到 : 


上 I 由 | 


NS 


IIhope that maths will make you stronger (> w < #). 一 一 Shurui Liu 


2 习题 演练 : 求解 极限 
Moral 1 数学 # 还 辑 学 。 Jpat we 1ealiy care apox 1 11of logic,DuUt Teal 1110118. 
正如 谢 助教 老师 在 其 讲义 在 要 性 ， 我 们 秉持 下 面 的 价值 观 : 


Moral 2 一 场 结 果 无 其 葡 意 的 计算 亦 或 一 次 过 程 无 其 局 发 的 证 明 ， 终 归 只 是 一 道 习 题 。 

一 道 做 后 无 昔 技 术 提升 亦 或 无 其 方法 总 结 的 习题 ， 只 配 做 给 你 带 来 一 秒 钟 快 感 、 证 明 自 己 蛮 聪明 的 
小 游戏 。 

如 果 快 感 都 没有 ， 那 么 它 真 的 就 是 垃圾 。 


所 强调 的 反思 的 


II 


一 


出 于 以 上 的 考虑 ， 我 初步 计划 将 习题 课 的 内 容 分 为 两 部 分 : 
。 纯粹 的 技术 训练 (习题 演练 /方法 总 结 ); 


。 有 一 定 绰 意 的 题目 。 


其 中 前 者 ， 读 者 听众 诸 君 可 视 已 情况 ， 勤 于 动手 ， 若 有 一 时 不 解 者 ， 亦 英 怀 挫败 之 心 ; 多 学 多 见 ， 勤 于 
反思 ， 必 日 精进 ， 向 之 所 难 ， 终 归于 易 。 其 中 后 者 ， 限 于 笔者 之 能 力 、 课 答 之 时 间 ， 终 只 能 晴 旺 点 水 、 
抛砖引玉 ， 但 求 能 略 有 启发 ， 读 者 听众 诸 君 亦 可 持 己 之 见 ， 择 所 喜 者 自行 深入 探索 。 

初 做 助教 ， 战 战 世 帆 ; 经验 苇 乏 ， 能 力 局 限 ， 还 望 读者 听众 诸 君 多 加 包涵 ， 于 讲义 以 及 课堂 内 容 有 
何 建议 以 及 批评 ， 亦 恳请 指出 ， 笔 者 诚 不 胜 感激 。 
闲 言 已 多 ， 下 列 正文 。 
两 个 简单 的 注 记 ，( 这 两 个 平凡 的 情形 ) 或 许可 以 帮 你 对 实数 定义 以 及 完备 性 有 一 点 ”体验 ”: 


问题 用 极限 说 明 0.9 = 1。 


ME 


问题 说 明 ” 实 数 是 有 限 小 数 、 无 限 循环 小 数 或 是 无 限 不 循环 小 数 " ( 即 用 闭 区 间 套 原理 说 明 实 数 十 进 和 
达 的 具体 含义 )。 


Remark 1 笔者 认为 高 数 的 三 个 基本 收获 是 能 计算 ( 像 十 以 内 加 减法 一 样 能 完成 简单 的 微 积分 运算 八 会 
应 用 〈 将 高 数 的 知识 和 思维 方式 用 在 自己 的 学 科 上 )、 知 原理 〈 从 数学 内 部 结构 的 角度 深刻 理解 微 积分 
奏效 的 逻辑 原因 、 结 构 性 原因 )。 笔者 推荐 的 部 分 参考 书 已 在 微 信 群 发 布 。 此 不 黄 述 。 

习题 演练 : 求解 极限 


2 
数学 中 的 一 些 美丽 定理 具有 这 样 的 特性 : 它们 极 易 从 事实 中 归纳 出 来 , 但 证 明 却 隐 
藏 的 极 深 。 


一 一 一 一 高 斯 


下 面 的 题目 基本 上 每 题 均 代 表 了 一 种 方法 妃 至 于 几 种 想法 。 可 以 先 自己 尝试 做 一 做 ， 并 自己 尝试 总 结 出 
请 先 自 己 思考 再 适当 看 提示 。” 问 题 " 是 试图 提示 读者 继续 思考 ;但 不 必 局 限于 此 ， 反 而 束缚 了 思 
路 。 


Problem 1 (Cauchy 命 题 ) 已 知 数列 {dn} 的 极限 为 6， 试 证 明 : lim vs 2 ro = ao 


Hint 考虑 平凡 情形 : 如 果 o 恒 等 于 a， 那 么 命题 显然 。 极 限 为 a 和 恒 等 于 a， 在 n 充 分 大 时 是 不 是 差 不 太 多 
呢 ? 


2 兴 许 你 就 是 预言 大 师 预 言 到 我 要 讲 的 东西 ， 兴 许 你 总 结 出 的 比 我 的 好 得 多 。 这 多 快乐 ! 


2 ”习题 演练 ， 求 解 极限 3 


Hint 行 到 水 穷 处 ， 定 义 是 归途 。 请 复习 一 下 极限 的 定义 。 


Hint 如 果 又 假定 a=0， 你 是 否 会 做 呢 ? 


Remark 2 一 个 数列 都 收 仇 了 ， 它 的 平均 值 列 还 会 远 吗 ? 


Remark 3 上 述 命题 之 送 一 般 情 况 下 并 不 成 立 〈 你 能 构造 反例 吗 ? 你 的 反例 必然 具有 一 个 显著 的 特点 ， 
尔 能 意识 到 吗 ?); 但 对 单调 序列 逆 命题 也 是 成 立 的 。( 想 想 这 是 为 什么 ? ) 


问题 上 面 的 命题 形式 上 能 一 般 化 吗 ? (尝试 推广 Cauchy 这 个 结论 )。 比 如 ; 


命题 2.1 数列 {fan} 的 极限 为 Q，{Bjj 的 极限 为 Pp， 则 Stept+reli 的 极限 ( 当 1 趋 于 无 穷 大 ) 是 ab。 


命题 2.2 若 数列 {dn} 的 极限 为 6， 则 志 定 0 Ca 的 极限 ( 当 1 趋 于 无 穷 大 ) 是 a。 


Problem 2 求解 极限 lim， 1mr。 


Remark 4 此 经 典 题 的 证 明 方法 是 不 唯一 的 (我 相信 至 少 有 5 种)。 根 据 作 业 题 ， 你 或 许 知 道 如 何 用 定义 去 
证 明了 :; 你 能 用 更 简洁 的 方法 证 明 吗 ? 你 是 否 意识 到 你 在 定义 法 证 明 的 过 程 中 ， 真 正 的 关键 是 什么 ? 


Hint 用 量 级 感觉 一 下 。 你 也 可 以 数字 化 的 感知 : 依次 取 n=1,10,100,1000, 近 似 估计 一 下 (注意 2 的 10 次 方 就 
已 经 是 1024 了 )， 可 以 找 一 下 感觉 。 


Hint 复习 一 下 你 学 过 的 最 常用 的 不 等 式 。 结 合 上 一 问 你 的 感觉 ， 进 行 估计 (让 尺度 在 能 够 允许 的 程度 )。 


RemarkSs 一 些 常用 的 尺度 比较 (你 可 以 利用 不 等 式 估计 去 证 明 )， 结 论 本 身 很 有 用 : jzlzam << Jazz << 


由. <<12 <<13 << 272 << 3 << 1 << 711。 
Remark 6 一 个 事实 (Stir1in8g 公 式 户 4L ~ VY27zraz(2)"。 


Problem 3 试 证 明 ( 以 下 极限 过 程 均 为 姑 趋 于 无 穷 大 ) : 
21I=1+2+3+4+ :~ 四 
了 有 = 于 22+32 二 4 和 二 
了 =13+23+33+4 和 3 十 ~ 


你 已 经 猜 出 有 一 般 的 : 32 站 = I++3+T4 和 + 有 


下 | | 


Hint 回顾 记号 含义 : mw ~ 名 的 含义 是 lim = 1 


Hint 对 于 前 3 问 ， 请 复习 前 两 次 习题 课 的 内 容 。 


Hint 对 于 k=4,5 等 较 小 的 具体 数字 ， 你 可 以 利用 你 学 过 的 方法 直接 求 出 和 公式 来 。 


Hint 对 于 知道 积分 或 导数 公式 的 同学 ， 这 是 不 是 像 极 了 区 的 不 定 积分 是 关 !(+ 一 个 待定 常数 )?1 


Problem 4 (Stolz 定 理 D (8 型 ) 设 数列 {fanj、f{zjj 满 足 : 


7.、{ 妈 j 严 格 单调 递减 且 趋 于 零 ， 


3 极限 之 思 : 


时 空 内 外 


2. lim_ an = 0， 


3 lim ou 生 = 元 


:一 -1 


则 lim，,。 径 三 元 


Problem 5 (Stolz 定 理 2) (车 型 ) 设 数 列 {o 小 也 } 满 足 : 


7. {b] 严 格 单调 递增 且 趋 于 正 无 穷 ; 


则 lim ve。 色 


Remark7 上 面 的 了 可 以 取 有 限 实 数 也 可 以 取 正 负 无 穷 ( 即 广义 极限 )。 


Hint 你 可 以 ) 


过 恰当 的 特殊 化 得 到 上 面 的 Sttoz 定 到 


的 论证 过 程 。 


难 证 且 似 乎 还 真 的 不 是 。 下 


定义 对 上 面 的 两 个 问题 进行 证 明 。 你 也 可 以 先 证 明 下 面 非常 一 般 非 常 强悍 的 命题 ， 然 后 通 


面 的 命题 训 


( 即 上 面 两 个 定理 为 下 面 命题 的 推论 )。 你 可 能 认为 下 面 的 命题 将 更 
FE 明 只 是 麻烦 ， 但 手法 完全 类 似 于 你 在 证 明 Cauchy 命 题 时 


Problem 6 (Toeplitz 命 题 ) 设 刀 上 为 正 整数 ， 厌 均 非 负 ， 且 满足 4 由 = Llim ya 大 =0。 若 lim an = 


则 有 1lim oo 轧 全 1KGK 三 Go 


Remark 8 若 将 2 | 志 = 1 条 件 放宽 为 im vs 2 起 = 1， 但 要 求 4 = 0， 则 命题 仍然 成 立 。 


Remark 9 若 不 要 求 趟 均 非 负 , 并 将 2 _i 姑 = 1 放宽 为 一 致 有 界 性 ， 即 存在 整数 M， 使 得 对 所 有 1 均 
有 2 iix| < M， 但 要 求 b=0， 则 命题 仍然 成 立 。 


生生 


Hint 这 个 命题 
题 吗 ? 


几乎 可 以 拿 来 


Hint 试 试 如 何 套 用 这 个 定 
的 量 换 回 这 个 一 般 的 场景 ， 你 能 否 由 此 订 


FE 明 本 讲义 前 


generalization 与 Specialization. ) 


不 能 取得 显著 的 成 功 我 并 不 在 意 。 


看 所 有 的 习题 。 你 假装 你 会 证 了 此 题 ， 你 能 应 用 它 做 出 前 面 的 


里 去 证 明 Cauchy 命 题 (Problem 1)。 然 后 反 过 来 : 把 Cauchy 命 题 中 特殊 化 
FE 明 这 个 一 般 的 结果 ? (这 种 方法 就 是 : 从 特殊 到 一 般 ， 


3 极限 之 思 : 时 空 内 外 


想到 自己 不 能 走 进 那 种 只 有 真正 的 伟人 才能 进入 


的 真理 栖 居 的 至 高 境界 ， 我 才 会 真正 感到 难过 。 而 寻 不 到 真理 ， 我 宁可 死去 ， 也 不 愿 荀 


活 。 


下 面 的 两 题 以 思想 为 主 ， 读 者 不 妨 结合 


Problem 7 (哲学 : 芝 诺 时 空 ( 阿 克 琉 斯 永远 也 追 不 上 乌龟 )) 吉 有 哲人 名 世 诺 ， 喜 思 运 动 之 悖 论 。 下 为 一 


例 : 


一 一 一 一 Simone Weif] 


身 经 验 与 


， 大 数学 家 Andre Wei 


1 的 妹妹 。 


自己 所 学 学 科 之 体会 ， 多 进行 一 些 开 放 性 的 思考 。 


3 极限 之 思 : 时 空 内 外 5 


有 一 只 乌龟 在 阿 克 琉 斯 前 面 距离 为 L( 比 如 1001z)， 阿 克 琉 斯 想 追 她 慢 慢 的 乌龟 速 
度 是 vi( 比 如 11aj， 飞 快 的 阿 克 琉 斯 速度 是 mm( 比 如 111ys)j。 请 问 阿 克 琉 斯 多 久 能 追 上 乌 
龟 ? 你 轻松 地 运用 小 学 算术 ， 说 是 圳 (也 就 是 108)。 但 请 你 按 下 面 的 想法 去 看 : 
第 一 轮 ， 阿 克 琉 斯 跑 了 距离 L{( 比 如 100rz)， 那 么 乌龟 在 这 段 时 间 内 向 前 腿 了 ZLvi/vaz( 即 苷 zz) 
阿 克 琉 斯 没 追 上 小 乌 旬 。 
第 二 轮 ， 阿 克 琉 斯 再 跑 到 乌龟 所 在 地 ( 即 跑 了 将由 jj， 那 么 久 龟 又 根 了 Li/vp)?。 
以 此 类 推 ， 每 当 阿 克 琉 斯 追 到 乌龟 此 时 的 出 发 点 后 ， 乌 危 又 向 前 爬 了 一 段 距离 ， 从 
而 飞毛腿 阿 克 琉 斯 有 无 穷 多 个 新 的 出 发 点 等 着 他 ， 怎 么 追 也 追 不 上 乌龟。 


一 一 一 -一 芝 诺 ( 非 原文 ， 为 改编 ) 


问题 : 试用 高 等 数学 已 经 学 到 的 知识 对 此 做 一 些 解释 ， 或 证 明 : 倘 若 艺 诺 稍微 学 习 一 点 点 高 数 及 ， 就 不 会 


觉得 这 是 悖 论 了 。 


Hint 我 们 用 更 物理 一 点 的 语言 去 描述 就 是 : 所 谓 钟表 就 是 用 一 个 (我 们 规定 /假定 的 ) 周 期 性 运动 作为 标 
准 ， 去 量 其 他 事件 发 生 的 时 间 。 我 们 的 原子 钟 是 利用 原子 内 部 发 生 的 某 种 周期 运动 去 量 的 ， 我 们 将 其 测 
出 的 时 间 记 为 ? 芝 诺 引入 的 是 一 种 芝 诺 钟表 ( 测 出 的 时 间 记 为 力 ， 即 规定 阿 克 琉 斯 到 达 乌 龟 的 出 发 点 为 
标准 周期 运动 ， 当 上 = 1 时 ， 阿 克 琉 斯 到 达 乌 优 在 / = 站 - 1 时 刻 的 出 发 点 。 那 么 对 于 任何 有 限 的 ， 阿 克 
琉 斯 都 在 乌龟 的 后 面 ， 永 远 也 追 不 上 乌 鱼 。 


芷 


Hint 其 实 我 们 要 做 的 就 是 找 出 ! 与 ! 的 ”换算 公式 ”。 


问题 重新 “哲学 ”地 思考 上 面 的 过 程 ， 提 出 问题 。 


Remark 10 一 个 永恒 的 问题 :时 间 是 什么 ? 

可 能 的 想法 :时 间 是 事物 发 生 的 相对 次 序 。 时 间 是 宇宙 物质 运动 固有 的 属性 ， 不 依赖 意识 的 存在 而 存 
在 。 我 们 无 法 定义 时 间 是 什么 ， 只 能 定义 如 何 去 度 量 时 间 。… 数 学 和 物理 学 的 发 展 不 断 革 新 着 我 们 对 时 
间 以 及 空间 的 认识 (牛顿 时 空 观 ; 相对 论 ; 普 朗 克 时 间 ; etc.)。 


Problem 8 (物理 : 时 空 的 维 数 ) 试 证 明 (或 证 伪 或 伪证 )+2+3+4+…( 极 限 为 )=-I]12 


Hint 不 必 追 求 严格 ， 可 以 用 民 科 一 点 。 


Hint 想不到 就 算 了 hhh。 因 为 如 果 你 真 的 想到 了 一 一 一 一 那么 你 的 水 平 就 已 经 企及 ” 民 科大 牛 ” 欧 拉 了 。 


问题 这 个 离谱 的 式 子 会 有 什么 意义 吗 ? 


问题 如 果 从 直观 /哲学 的 角度 理解 这 个 离谱 的 式 子 ? 


Remark 11 从 宏观 而 言 ， 极 限 不 过 是 连接 局 部 (有 限 ) 与 全 局 (无 限 ) 的 方式 ， 是 一 种 "趋势 ”的 刻画 或 依赖 
关系 的 指标 …… 不 管 怎样 理解 ， 我 们 应 当 意 识 到 : 极限 的 理解 乃至 于 定义 方式 是 不 唯一 的 。 必 然 有 很 多 
不 同 于 课本 上 的 极限 定义 ， 早 已 广泛 地 在 人 类 社会 万 至 大 自然 的 斑 鸡 现象 中 瞳 金 影射 了 。 因 而 我 们 的 思 
路 不 妨 打 开 一 些 ， 大 可 不 必 拘 泥 于 书本 之 定义 (当然 我 们 需要 先 理 解 此 定义 之 意义 、 妙 处 、 拙 执 处 ) 


4 补充 内 容 : 读者 自 证 可 能 难 
4 补充 内 容 : 读者 自 证 可 能 难 
即 得 易 见 平凡 ， 仿 照 上 例 显然 。 留 作 习题 答案 略 ， 读 者 自 证 不 难 。 反 之 亦 然 同 理 ， 
推论 自然 成 立 ， 略 去 过 程 QED， 由 上 可 知 证 毕 。 
一 一 一 一 《西江 月 》 来 自 网 络 


以 下 内 容 用 于 备用 补充 课 演 或 有 心 之 读者 自作 练习 。 内 容 相 当 部 分 来 自 谢 助教 老师 的 讲义 或 受 其 启发 ， 
特此 感谢 。 尽 管 笔者 自己 也 深恶痛绝 “ 留 作 习题 答案 略 ， 读 者 自 证 不 难 ”之 语 ， 然 限于 篇 幅 及 精力 ， 让 


不 得 不 做 此 处 理 。 
Problem 9 以 下 极限 过 程 均 为 1 趋 近 于 正 无 穷 ， 为 简便 而 略 去 。 


。 求解 极限 (1 一 二 
@ 求证 极限 siz(20) 不 存在 。 
0 < ao < 80， 递 推 关系 airl = 2 名,Dsl = VG 太 ， 求 证 明 序列 {an,{bnj 均 收 仇 并且 极 限 相同 。 


证 明 任 意 开 区 间 (wDb) 包 含 不 可 数 个 元 素 。 证 明 有 理 数 可 数 。 从 而 直接 干净 地 证 明了 你 们 的 作业 题 : 
任意 开 区 间 (@wg 世 必然 有 无 理 数 。 


[结语 ] 荡 荡 宇宙 有 着 许多 美丽 可 贵 的 奇 缘 ， 比 如 远古 的 星光 点 组 了 此 刻 的 夜 室 ， 比 
如 创 世 的 星 尘 凝结 成 曼妙 的 生命 ， 还 有 在 苍凉 时 空 之 中 ， 茫 落 人 海 之 内 ， 我 竟 有 幸 在 今 
生 遇 见 了 你 。 


一 一 -一 刘 村 守 


〈 本 篇 完 ) 


